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Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè:
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Переключение

Переключение

Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè: âðåìÿ
èíñòàëëÿöèè ïðîäóêòà íà äàííîì ïðîöåññîðå, à

òàêæå íàñòðîéêè ïðîöåññîðà íà îáðàáîòêó äàííîãî

ïðîäóêòà (óñòàíîâêà èíñòðóìåíòà, èíèöèàëèçàöèÿ

ïðîãðàììû îáðàáîòêè etc.).

Breakdown time � âðåìÿ îòêëþ÷åíèÿ: âðåìÿ,
íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåêðàùåíèÿ ðàáîòû äàííîãî

ïðîöåññîðà ñ äàííûì ïðîäóêòîì.

Switching time � âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ =

Breakdown time + Setup time + çàäåðæêè (e.g.,

îòñóòñòâèå îïåðàòîðà etc.)

Raw processing time Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ
âûïîëíåíèÿ àêòèâíîé ôàçû îïåðàöèè

Inspection time � âðåìÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà
îïåðàöèè

Re-work time � âðåìÿ íà óñòðàíåíèå
äåôåêòîâ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ôóíêöèîíèðíîâàíèå ÄÏÏÏÑ (ïðèìåð)

Переключение

Переключение

Переключение

Контроль

Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè: âðåìÿ
èíñòàëëÿöèè ïðîäóêòà íà äàííîì ïðîöåññîðå, à

òàêæå íàñòðîéêè ïðîöåññîðà íà îáðàáîòêó äàííîãî

ïðîäóêòà (óñòàíîâêà èíñòðóìåíòà, èíèöèàëèçàöèÿ

ïðîãðàììû îáðàáîòêè etc.).

Breakdown time � âðåìÿ îòêëþ÷åíèÿ: âðåìÿ,
íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåêðàùåíèÿ ðàáîòû äàííîãî

ïðîöåññîðà ñ äàííûì ïðîäóêòîì.

Switching time � âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ =

Breakdown time + Setup time + çàäåðæêè (e.g.,

îòñóòñòâèå îïåðàòîðà etc.)

Raw processing time Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ

âûïîëíåíèÿ àêòèâíîé ôàçû îïåðàöèè

Inspection time � âðåìÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà
îïåðàöèè

Re-work time � âðåìÿ íà óñòðàíåíèå
äåôåêòîâ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ôóíêöèîíèðíîâàíèå ÄÏÏÏÑ (ïðèìåð)

Переключение

Переключение

Переключение

Контроль

R
e

-w
o

rk

Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè: âðåìÿ
èíñòàëëÿöèè ïðîäóêòà íà äàííîì ïðîöåññîðå, à

òàêæå íàñòðîéêè ïðîöåññîðà íà îáðàáîòêó äàííîãî

ïðîäóêòà (óñòàíîâêà èíñòðóìåíòà, èíèöèàëèçàöèÿ

ïðîãðàììû îáðàáîòêè etc.).

Breakdown time � âðåìÿ îòêëþ÷åíèÿ: âðåìÿ,
íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåêðàùåíèÿ ðàáîòû äàííîãî

ïðîöåññîðà ñ äàííûì ïðîäóêòîì.

Switching time � âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ =

Breakdown time + Setup time + çàäåðæêè (e.g.,

îòñóòñòâèå îïåðàòîðà etc.)

Raw processing time Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ

âûïîëíåíèÿ àêòèâíîé ôàçû îïåðàöèè

Inspection time � âðåìÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà

îïåðàöèè

Re-work time � âðåìÿ íà óñòðàíåíèå
äåôåêòîâ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ôóíêöèîíèðíîâàíèå ÄÏÏÏÑ (ïðèìåð)

Переключение

Переключение

Переключение

Контроль
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Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè:

Breakdown time � âðåìÿ îòêëþ÷åíèÿ: âðåìÿ,
íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåêðàùåíèÿ ðàáîòû äàííîãî

ïðîöåññîðà ñ äàííûì ïðîäóêòîì.

Switching time � âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ =

Breakdown time + Setup time + çàäåðæêè (e.g.,

îòñóòñòâèå îïåðàòîðà etc.)

Raw processing time Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ

âûïîëíåíèÿ àêòèâíîé ôàçû îïåðàöèè

Inspection time � âðåìÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà

îïåðàöèè

Re-work time � âðåìÿ íà óñòðàíåíèå äåôåêòîâ

Transportation time (delay) � âðåìÿ
òðàíïîðòèðîâêè: âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî
ïðîäóêò ïåðåìåùàåòñÿ ñ îäíîãî ïðîöåññîðà
èëè ïóíêòà õðàíåíèÿ (áóôåðà) íà äðóãîé
ïðîöåññîð èëè ïóíêò õðàíåíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ôóíêöèîíèðíîâàíèå ÄÏÏÏÑ (ïðèìåð)

Переключение

Переключение

Переключение

Контроль

R
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rk
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Setup time � âðåìÿ óñòàíîâêè:

Breakdown time � âðåìÿ îòêëþ÷åíèÿ:

Switching time � âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

Raw processing time

Inspection time � âðåìÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà

îïåðàöèè

Re-work time � âðåìÿ íà óñòðàíåíèå äåôåêòîâ

Transportation time (delay) � âðåìÿ
òðàíïîðòèðîâêè: âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî
ïðîäóêò ïåðåìåùàåòñÿ ñ îäíîãî ïðîöåññîðà èëè

ïóíêòà õðàíåíèÿ (áóôåðà) íà äðóãîé ïðîöåññîð èëè

ïóíêò õðàíåíèÿ

Flow time � ïîòîêîâîå âðåìÿ: îáùåå âðåìÿ, â
òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîäóêò íàõîäèëñÿ â ñåòè
èëè â ïðåäåëàõ îòäåëüíîé ÷àñòè ñåòè,
íàïðèìåð, îáðàáàòûâàëñÿ íà äàííîì
ïðîöåññîðå (âðåìÿ îæèäàíèÿ âî âõîäíîì
áóôåðå âêëþ÷àåòñÿ)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÄÏÏÏÑ

Математические модели ДПППС

ДетерминистическиеСтохастические

Æèäêîñòíûå ìîäåëè

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÄÏÏÏÑ

Математические модели ДПППС

ДетерминистическиеСтохастические

Æèäêîñòíûå ìîäåëè

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÄÏÏÏÑ

Математические модели ДПППС

ДетерминистическиеСтохастические

Æèäêîñòíûå ìîäåëè

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÄÏÏÏÑ

Математические модели ДПППС

ДетерминистическиеСтохастические

Æèäêîñòíûå ìîäåëèÃèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Lots, jobs, products � ëîòû,
ðàáîòà, ïðîäóêòû � òî, ÷òî

ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåòâÿì ñåòè è

îáðàáàòûâàåòñÿ íà óçëàõ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Lots, jobs, products � ëîòû,
ðàáîòà, ïðîäóêòû � òî, ÷òî

ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåòâÿì ñåòè è

îáðàáàòûâàåòñÿ íà óçëàõ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Lots, jobs, products � ëîòû,
ðàáîòà, ïðîäóêòû � òî, ÷òî

ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåòâÿì ñåòè è

îáðàáàòûâàåòñÿ íà óçëàõ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Lots, jobs, products � ëîòû,
ðàáîòà, ïðîäóêòû � òî, ÷òî

ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåòâÿì ñåòè è

îáðàáàòûâàåòñÿ íà óçëàõ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Lots, jobs, products � ëîòû,
ðàáîòà, ïðîäóêòû � òî, ÷òî

ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåòâÿì ñåòè è

îáðàáàòûâàåòñÿ íà óçëàõ

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Throughput

F
lo

w
 t

im
e

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Throughput

W
ip

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îñíîâíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî
ðàáîòû ÄÏÏÏÑ

Wip

F
lo

w
 t

im
e

Throughput δ �
ïðîâîäèìîñòü: Êîëè÷åñêòâî
ëîòîâ, ïîêèäàþùèõ ñåòü çà

åäèíèöó âðåìåíè

Flow time ϕ � ïîòîêîâîå
âðåìÿ: Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ëîòà â
ñåòè

Work in progress (wip) w :
Îáùåå ÷èñëî íàõîäÿùèõñÿ â ñåòè

ëîòîâ

Utilization u � êîýôôèöèåíò
óòèëèçàöèè (èñïîëüçîâàíèÿ):
Äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî

ïðîöåññîð ðàáîòàåò (íå

ïðîñòàèâàåò). Èçìåðÿåòñÿ â

ïðîöåíòàõ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 2V 3V 4V
5V 6V

7V
8

V 9V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 2V 3V 4V
5V 6V

7V
8

V 9V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 5V
7V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 5V
7V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

X1 X 2 X 3 X 4
X

5 X
6

X
7 X

8
X 9 X

10

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 5V
7V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

X1 X 2 X 3 X 4
X

5 X
6

X
7 X

8
X 9 X

10
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Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

×òî äåëàòü, åñëè îáðàáàòûâàåìûé áóôåð îïóñòîøåí?

Êîãäà äàííàÿ ìàøèíà äîëæíà ïðåêðàùàòü îáñëóæèâàíèå äàííîãî
áóôåðà è ïåðåêëþ÷àòüñÿ â äðóãîé áóôåð è â êàêîé èìåííî?

Íà êàêîé ñêîðîñòè îáñëóæèâàòü äàííûé áóôåð?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 5V
7V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

X1 X 2 X 3 X 4
X

5 X
6

X
7 X

8
X 9 X

10
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ẋ1 = v − v1 ẋ2 = v1 ẋ3 = 0 ẋ4 = 0 ẋ5 = 0
ẋ6 = 0 ẋ7 = −v7 ẋ8 = v7 ẋ9 = 0 ẋ10 = −v10

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

×òî äåëàòü, åñëè îáðàáàòûâàåìûé áóôåð îïóñòîøåí?

Êîãäà äàííàÿ ìàøèíà äîëæíà ïðåêðàùàòü îáñëóæèâàíèå äàííîãî
áóôåðà è ïåðåêëþ÷àòüñÿ â äðóãîé áóôåð è â êàêîé èìåííî?

Íà êàêîé ñêîðîñòè îáñëóæèâàòü äàííûé áóôåð?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

Машина 1 Машина 3

Машина 2

X1 X 2 X 3 X 4
X

5 X
6

X
7 X

8
X 9 X

10

δi 7→j
Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç áóôåðà i â áóôåð j

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

×òî äåëàòü, åñëè îáðàáàòûâàåìûé áóôåð îïóñòîøåí?

Êîãäà äàííàÿ ìàøèíà äîëæíà ïðåêðàùàòü îáñëóæèâàíèå äàííîãî
áóôåðà è ïåðåêëþ÷àòüñÿ â äðóãîé áóôåð è â êàêîé èìåííî?

Íà êàêîé ñêîðîñòè îáñëóæèâàòü äàííûé áóôåð?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 2V 3V 4V
5V 6V

7V
8

V 9V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

δi 7→j
Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç áóôåðà i â áóôåð j

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

×òî äåëàòü, åñëè îáðàáàòûâàåìûé áóôåð îïóñòîøåí?

Êîãäà äàííàÿ ìàøèíà äîëæíà ïðåêðàùàòü îáñëóæèâàíèå äàííîãî
áóôåðà è ïåðåêëþ÷àòüñÿ â äðóãîé áóôåð è â êàêîé èìåííî?

Íà êàêîé ñêîðîñòè îáñëóæèâàòü äàííûé áóôåð?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 2V 3V 4V
5V 6V

7V
8

V 9V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

δi 7→j
Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç áóôåðà i â áóôåð j

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ïðîòîêîë íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè limt→∞ w(t) < ∞.

Êîãäà ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðîòîêîë è â ÷åì îí ñîñòîèò?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óïðàâëåíèå ÄÏÏÏÑ

V V1 2V 3V 4V
5V 6V

7V
8

V 9V

Машина 1 Машина 3

Машина 2

δi 7→j
Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç áóôåðà i â áóôåð j

Algorithm, policy, protocol, discipline of switching (scheduling)
Àëãîðèòì (ïîëèòèêà, ïðîòîêîë) ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ïðîòîêîë íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè limt→∞ w(t) < ∞.

Êîãäà ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðîòîêîë è â ÷åì îí ñîñòîèò?

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òèïû ÄÏÏÏÑ

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òèïû ÄÏÏÏÑ

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òèïû ÄÏÏÏÑ

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü
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Òèïû ÄÏÏÏÑ
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Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè
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Òèïû ÄÏÏÏÑ

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü
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Òèïû ÄÏÏÏÑ

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü
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Òèïû ÄÏÏÏÑ

Öèêëè÷åñêèå ñåòè

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òèïû ÄÏÏÏÑ

Àöèêëè÷åñêèå ñåòè

Ëèíåéíàÿ ñåòü (îäíîïîòîêîâàÿ ñåòü)

Ñåòü ñ ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè

Ñåòü ñî ñëèâàþùèìèñÿ ïîòîêàìè

Âåòâÿùàÿñÿ ñåòü
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Ìíîãîïîòîêîâàÿ îäíî-ñåðâåðíàÿ ÄÏÏÏÑ (Single
machine multi-�ow system)

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìíîãîïîòîêîâàÿ îäíî-ñåðâåðíàÿ ÄÏÏÏÑ (Single
machine multi-�ow system)
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Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
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q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].
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ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.
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q = 1, . . . , n⇔
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Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
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Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
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îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].
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Переключение

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìíîãîïîòîêîâàÿ îäíî-ñåðâåðíàÿ ÄÏÏÏÑ (Single
machine multi-�ow system)

l l l l l
1 2 3 4 5 6

l

P
m3

Переключение

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ìíîãîïîòîêîâàÿ îäíî-ñåðâåðíàÿ ÄÏÏÏÑ (Single
machine multi-�ow system)

l l l l l
1 2 3 4 5 6

l

P

m1

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
ìîæåò îáñëóæèâàòü íå áîëåå
îäíîãî áóôåðà.

Îáñëóæèâàíèå i-ãî áóôåðà
ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç íåãî
ñîäåðæèìîãî ñî ñêîðîñòüþ
0 ≤ ui (t) ≤ µi , ãäå µi > 0 �
çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæåíèå ïðîöåññîðà
îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèòèêîé
ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èç i-ãî â
j-ûé áóôåð ðàâíî τi→j > 0.

Íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ãäå xi �
ñîäåðæèìîå i-ãî áóôåðà.

Äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q = 1, . . . , n,�:

q = 1, . . . , n⇔
îáñëóæèâàåòñÿ q-ûé áóôåð;
q = �⇔ ïðîöåññîð ïðîñòàèâàåò.

Ïîëíîå ñîñòîÿíèå (x , q).

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé âðåìåíè
[x(·), q(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áóôåðîâ è
îäíîãî ïðîöåññîðà.

Ñîäåðæèìîå áóôåðîâ íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
æèäêîñòü

Ðàáîòà ïîñòóïàåò â i-ûé áóôåð
íåïðåðûâíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ λi > 0.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññîð
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Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà

Îïðåäåëåíèå
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ýòîé ôóíêöèåé ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ � ìîìåíò t , êîãäà ôóíêöèÿ ìåíÿåò
çíà÷åíèå q(t − 0) 6= q(t + 0).

Íàáëþäåíèå
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Çíà÷åíèå q(t) = qi ïîääåðæèâàåòñÿ íà
èíòåðâàëå ñ êîíöàìè ti ≤ ti+1.

Ïîÿñíåíèå

Åñëè çíà÷åíèå qi ïðîáåãàåòñÿ ìíãíîâåííî, òî ti = ti+1.
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Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà
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Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé [x(·),q(·)], çàäàííûõ íà îáùåì
èíòåðâàëå ñ ëåâûì êîíöîì t0 ∈ R è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

Ôóíêöèÿ q(·) êóñî÷íî ïîñòîÿííà è q(t0) 6= �;

Íå÷åòíûå ÷ëåíû åå ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû
ñèìâîëó ïðîñòîÿ q2i+1 = �, à ÷åòíûå îòëè÷íû îò íåãî;

ti+1 − ti = τqi−1→qi+1 äëÿ íå÷åòíûõ i ;
Ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
áóôåðà σ = 1, . . . ,n âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,

ẋσ(t) = λσ − uσ(t), ãäå 0 ≤ uσ(t) ≤ µσ, åñëè q(t) = σ,

xσ(t) ≥ 0 ∀t .
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ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,
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èíòåðâàëå ñ ëåâûì êîíöîì t0 ∈ R è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

Ôóíêöèÿ q(·) êóñî÷íî ïîñòîÿííà è q(t0) 6= �;

Íå÷åòíûå ÷ëåíû åå ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû
ñèìâîëó ïðîñòîÿ q2i+1 = �, à ÷åòíûå îòëè÷íû îò íåãî;

ti+1 − ti = τqi−1→qi+1 äëÿ íå÷åòíûõ i ;
Ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
áóôåðà σ = 1, . . . ,n âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,

ẋσ(t) = λσ − uσ(t), ãäå 0 ≤ uσ(t) ≤ µσ, åñëè q(t) = σ,

xσ(t) ≥ 0 ∀t .

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà
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ñèìâîëó ïðîñòîÿ q2i+1 = �, à ÷åòíûå îòëè÷íû îò íåãî;

ti+1 − ti = τqi−1→qi+1 äëÿ íå÷åòíûõ i ;
Ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
áóôåðà σ = 1, . . . ,n âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,

ẋσ(t) = λσ − uσ(t), ãäå 0 ≤ uσ(t) ≤ µσ, åñëè q(t) = σ,

xσ(t) ≥ 0 ∀t .

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé [x(·),q(·)], çàäàííûõ íà îáùåì
èíòåðâàëå ñ ëåâûì êîíöîì t0 ∈ R è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

Ôóíêöèÿ q(·) êóñî÷íî ïîñòîÿííà è q(t0) 6= �;

Íå÷åòíûå ÷ëåíû åå ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû
ñèìâîëó ïðîñòîÿ q2i+1 = �, à ÷åòíûå îòëè÷íû îò íåãî;

ti+1 − ti = τqi−1→qi+1 äëÿ íå÷åòíûõ i ;
Ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
áóôåðà σ = 1, . . . ,n âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,

ẋσ(t) = λσ − uσ(t), ãäå 0 ≤ uσ(t) ≤ µσ, åñëè q(t) = σ,

xσ(t) ≥ 0 ∀t .

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîöåññà

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ � ïàðà ôóíêöèé [x(·),q(·)], çàäàííûõ íà îáùåì
èíòåðâàëå ñ ëåâûì êîíöîì t0 ∈ R è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì:

Ôóíêöèÿ q(·) êóñî÷íî ïîñòîÿííà è q(t0) 6= �;

Íå÷åòíûå ÷ëåíû åå ñèìâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû
ñèìâîëó ïðîñòîÿ q2i+1 = �, à ÷åòíûå îòëè÷íû îò íåãî;

ti+1 − ti = τqi−1→qi+1 äëÿ íå÷åòíûõ i ;
Ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî
áóôåðà σ = 1, . . . ,n âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

ẋσ(t) = λσ åñëè q(t) 6= σ,

ẋσ(t) = λσ − uσ(t), ãäå 0 ≤ uσ(t) ≤ µσ, åñëè q(t) = σ,

xσ(t) ≥ 0 ∀t .

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).

Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.

Äàëåå áóäåò ââåäåí è èññëåäîâàí íåêîòîðûé êëàññ ïîäîáíûõ
ïðàâèë. Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
ïîëèòèêè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).
Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.

Äàëåå áóäåò ââåäåí è èññëåäîâàí íåêîòîðûé êëàññ ïîäîáíûõ
ïðàâèë. Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
ïîëèòèêè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).
Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.

Äàëåå áóäåò ââåäåí è èññëåäîâàí íåêîòîðûé êëàññ ïîäîáíûõ
ïðàâèë. Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
ïîëèòèêè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).
Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.

Äàëåå áóäåò ââåäåí è èññëåäîâàí íåêîòîðûé êëàññ ïîäîáíûõ
ïðàâèë. Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
ïîëèòèêè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).
Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.
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Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
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Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà
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Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ îáû÷íî çàäàåòñÿ ïîëèòèêîé ïåðåêëþ÷åíèÿ
(scheduling discipline).
Ýòî ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå

òåêóùóþ ñêîðîñòü (rate) uσ(t) îáñëóæèâàíèÿ (service)
òåêóùåãî áóôåðà;

ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òåêóùåãî áóôåðà;

âûáîð ñëåäóþùåãî îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà.

Äàëåå áóäåò ââåäåí è èññëåäîâàí íåêîòîðûé êëàññ ïîäîáíûõ
ïðàâèë. Âìåñòå ñ òåì íàì íå ïîòðåáóåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå
ïîëèòèêè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå

Çàäàííûé íà íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå ïðîöåññ [x(·),q(·)]
íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ íåãî Wip îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè
t →∞

lim
t→∞

w(t) <∞, ãäå w(t) :=
n∑
σ=1

xσ(t);

íåóñòîé÷èâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

limt→∞w(t) =∞;

ñèëüíî íåóñòîé÷èâûì, åñëè

limt→∞w(t) =∞;

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå

Çàäàííûé íà íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå ïðîöåññ [x(·),q(·)]
íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ íåãî Wip îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè
t →∞

lim
t→∞

w(t) <∞, ãäå w(t) :=
n∑
σ=1

xσ(t);

íåóñòîé÷èâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

limt→∞w(t) =∞;

ñèëüíî íåóñòîé÷èâûì, åñëè

limt→∞w(t) =∞;

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå

Çàäàííûé íà íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå ïðîöåññ [x(·),q(·)]
íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ íåãî Wip îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè
t →∞

lim
t→∞

w(t) <∞, ãäå w(t) :=
n∑
σ=1

xσ(t);

íåóñòîé÷èâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

limt→∞w(t) =∞;

ñèëüíî íåóñòîé÷èâûì, åñëè

limt→∞w(t) =∞;

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå
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Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
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V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
ωσ
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ωσ
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Ëåììà

Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû 0 < α1 < α2 <∞, ÷òî

α1V (t) ≤W (t) =
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σ=1

xσ(t) ≤ α2V (t)
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1
ωσ
, α2 := max

σ=1,...,n

1
ωσ
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ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñëè q(t) = s 6= �, òî

V̇ (t) =
∑
σ 6=s

ẋσ(t)
µσ

+
ẋs(t)
µs

=
∑
σ 6=s

λσ
µσ

+
λs −

≤µs︷ ︸︸ ︷
us(t)
µs

≥
∑
σ 6=s

λσ
µσ

+
λs − µs

µs

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñëè q(t) = s 6= �, òî

V̇ (t) =
∑
σ 6=s

ẋσ(t)
µσ

+
ẋs(t)
µs

=
∑
σ 6=s

λσ
µσ

+
λs −

≤µs︷ ︸︸ ︷
us(t)
µs

≥
∑
σ 6=s

λσ
µσ

+
λs − µs

µs

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñëè q(t) = �, òî

V̇ (t) =
n∑
σ=1

ẋσ(t)
µσ

=
n∑
σ=1

λσ
µσ

= γ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñëè q(t) = �, òî

V̇ (t) =
n∑
σ=1

ẋσ(t)
µσ

=
n∑
σ=1

λσ
µσ

= γ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñëè q(t) = �, òî

V̇ (t) =
n∑
σ=1

ẋσ(t)
µσ

=
n∑
σ=1

λσ
µσ

= γ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

V (t) :=
n∑
σ=1

xσ(t)
µσ

,

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ > 1.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ > 1. Òîãäà

V̇ (t) ≥ γ−1 > 0 ∀t

⇒ V (t) ≥ V (0)+(γ−1)(t−t0)→∞ ïðè t →∞

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ > 1. Òîãäà

V̇ (t) ≥ γ−1 > 0 ∀t ⇒ V (t) ≥ V (0)+(γ−1)(t−t0)

→∞ ïðè t →∞

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ > 1. Òîãäà

V̇ (t) ≥ γ−1 > 0 ∀t ⇒ V (t) ≥ V (0)+(γ−1)(t−t0)→∞ ïðè t →∞

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1. Òîãäà

V̇ (t)

{
≥ 0 åñëè q(t) 6= �

= γ > 0 åñëè q(t) = �

⇒ lim
t→∞

V (t) ≥ V (t0) + γmes
{

t : q(t) = �
}

,

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà. Åñëè çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû íåâåðíî, òî
limt→∞ V (t) <∞ è çíà÷èò mes

{
t : q(t) = �

}
<∞. Òàê êàê äëèòåëüíîñòü

ëþáîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíà, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà t1 ïðîöåññîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäèí áóôåð s. Íî òîãäà
ñîäåðæèìîå äðóãîãî áóôåðà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è çíà÷èò
limt→∞ V (t) =∞.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1. Òîãäà

V̇ (t)

{
≥ 0 åñëè q(t) 6= �

= γ > 0 åñëè q(t) = �
⇒ lim

t→∞
V (t) ≥ V (t0) + γmes

{
t : q(t) = �

}
, ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà.

Åñëè çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû íåâåðíî, òî
limt→∞ V (t) <∞ è çíà÷èò mes

{
t : q(t) = �

}
<∞. Òàê êàê äëèòåëüíîñòü

ëþáîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíà, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà t1 ïðîöåññîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäèí áóôåð s. Íî òîãäà
ñîäåðæèìîå äðóãîãî áóôåðà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è çíà÷èò
limt→∞ V (t) =∞.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1. Òîãäà

V̇ (t)

{
≥ 0 åñëè q(t) 6= �

= γ > 0 åñëè q(t) = �
⇒ lim

t→∞
V (t) ≥ V (t0) + γmes

{
t : q(t) = �

}
, ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà. Åñëè çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû íåâåðíî, òî
limt→∞ V (t) <∞ è çíà÷èò mes

{
t : q(t) = �

}
<∞.

Òàê êàê äëèòåëüíîñòü
ëþáîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíà, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà t1 ïðîöåññîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäèí áóôåð s. Íî òîãäà
ñîäåðæèìîå äðóãîãî áóôåðà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è çíà÷èò
limt→∞ V (t) =∞.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1. Òîãäà

V̇ (t)

{
≥ 0 åñëè q(t) 6= �

= γ > 0 åñëè q(t) = �
⇒ lim

t→∞
V (t) ≥ V (t0) + γmes

{
t : q(t) = �

}
, ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà. Åñëè çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû íåâåðíî, òî
limt→∞ V (t) <∞ è çíà÷èò mes

{
t : q(t) = �

}
<∞. Òàê êàê äëèòåëüíîñòü

ëþáîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíà, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà t1 ïðîöåññîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäèí áóôåð s.

Íî òîãäà
ñîäåðæèìîå äðóãîãî áóôåðà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è çíà÷èò
limt→∞ V (t) =∞.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ëåììà

V̇ (t)

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= �

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ
µσ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ = 1. Òîãäà

V̇ (t)

{
≥ 0 åñëè q(t) 6= �

= γ > 0 åñëè q(t) = �
⇒ lim

t→∞
V (t) ≥ V (t0) + γmes

{
t : q(t) = �

}
, ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà. Åñëè çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû íåâåðíî, òî
limt→∞ V (t) <∞ è çíà÷èò mes

{
t : q(t) = �

}
<∞. Òàê êàê äëèòåëüíîñòü

ëþáîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíà, èõ ÷èñëî êîíå÷íî, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà t1 ïðîöåññîð îáñëóæèâàåò òîëüêî îäèí áóôåð s. Íî òîãäà
ñîäåðæèìîå äðóãîãî áóôåðà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è çíà÷èò
limt→∞ V (t) =∞.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Îïðåäåëåíèå

Öèêë îáñëóæèâàíèÿ � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóôåðîâ
Σ = (σ0, . . . , σM−1), â êîòîðîé êàæäûé áóôåð âñòðå÷àåòñÿ êàê ìèíèìóì
îäíàæäû è σi+1 6= σi ∀i.

Îäèí è òîò æå áóôåð ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ íåñêîëüêî ðàç.
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Èíäåêñ i â âûðàæåíèè σi èíòåðïðåòèðóåì êàê ýëåìåíò êîëüöà âû÷åòîâ
mod M.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà.

Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà.

Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

l l l l l
1 2 3 4 5 6

l

P

m3

s0

s1

s2

s
3

s4

s
M-1

p

1

2

2

33

2

Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Öèêëè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñ îòíîñèòåëüíûìè ïîðîãàìè è êðóèçàìè

Èñïîëüçóåò âíóòðåííþþ öåëóþ ( mod M) ïåðåìåííóþ p � òåêóùóþ ôàçó
öèêëà. Äëÿ êàæäîãî p çàäàí îòíîñèòåëüíûé ïîðîã θp ∈ [0, 1) � òðåáóåìûé
ïðîöåíò ñíèæåíèÿ ñîäåðæèìîãî áóôåðà � è äëèòåëüíîñòü êðóèçà cp ≥ 0
(θp > 0⇒ cp = 0). Êðóèçîì íàçûâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïóñòîãî áóôåðà íà
ñêîðîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå p = p0 çàäàíî.

Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ áóôåðà σp0 ïðè p := p0;

Òåêóùèé áóôåð σ îáñëóæèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè uσ := µσ
ïîêà åãî óðîâåíü íå ñíèæàåòñÿ äî θpxσp (τ) (τ � ìîìåíò íà÷àëà ôàçû)

Ïîñëå ýòîãî îí îáñëóæèâàåòñÿ åùå cp åäèíèö âðåìåíè íà ñêîðîñòè
âõîäÿùåãî ïîòîêà λσ ;

Ïîñëå ýòîãî p := p + 1( mod M) è ïðîöåññîð ïåðåêëþ÷àåòñÿ â áóôåð σp.

Ïîëèòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðîöåññ [x(·), u(·)] ïî íà÷àëüíûì äàííûì
x(0) = x0, p(0) = p0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Íà èíòåðâàëå T ïðîöåññ π′ ëó÷øå π′′, åñëè â ëþáîé ìîìåíò t ∈ T óðîâåíü
ëþáîãî áóôåðà ó äëÿ ïåðâîãî ïðîöåññà íèæå, ÷åì ó âòîðîãî: x ′i (t) ≤ x ′′i (t) ∀i.

Åñëè T � âåñü èíòåðâàë ýñïåðèìåíòà, óêàçàíèå íà èíòåðâàë îïóñêàåì.

Èíòåíñèâíàÿ ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ áóôåðà σ â ñîñòîÿíèè [x , q]

Uσ[x , q] :=


0 åñëè σ 6= q
µσ ïðè xσ > 0
λσ ïðè xσ = 0

}
åñëè σ = q

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíûì, åñëè äëÿ íåãî ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ
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Uσ[x , q] :=


0 åñëè σ 6= q
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Äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà π ñóùåñòâóåò èíòåíñèâíûé ïðîöåññ πint ñ òåìè æå
íà÷àëüíûìè äàííûìè, êîòîðûé ëó÷øå èñõîäíîãî

Lemma
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
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Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî.

Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
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Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �.

Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû.

Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè
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Ôàçà ïðîöåññà P � ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî äèñêðåòíîå ñîñòîÿíèå
q(t) ≡ Q(P) íåèçìåííî. Äëèòåëüíîñòü ôàçû îáîçíà÷èì τ(P)

Àêòèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �; ïàññèâíàÿ ôàçà Q(P) 6= �. Îíè ÷åðåäóþòñÿ.
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Ïðîöåññ ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôàç P0,P1,P2,P3, . . ., ãäå ÷åòíûå
ôàçû àêòèâíû, à íå÷åòíûå ïàññèâíû. Ïðè ýòîì τ (P2k+1) = τbk→bk+1 , ãäå

ik := Q (P2k ) áóôåð, îáñëóæèâàåìûé â k-óþ î÷åðåäü

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ áóôåðîâ b0, b1, b2, b3, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ τ∗0 , τ
∗
1 , . . ., ãäå

τ∗i := τ (P2i )

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ub0 (·), ub1 (·), ub2 (·), . . . ñêîðîñòåé îáñëóæèâàíèÿ:
0 ≤ ubi (t) ≤ µbi ∀t ∈ [0, τi ]
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∗
1 , . . .
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Ïðîöåññ πint
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Òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ∗0 , τ
∗
1 , . . .
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Lemma

Åñëè â íà÷àëå ôàçû ïðîöåññ πint ëó÷øå π, òî îí ëó÷øå è â òå÷åíèå âñåé ôàçû
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Ïóñòü η � ìîìåíò, äî êîòîðîãî ýòîò áóôåð îáñëóæèâàåòñÿ íà ñêîðîñòè µb äëÿ
ïðîöåññà πint Òîãäà x int
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∫ t

0
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σ (t) = 0 ≤ xσ(t) ïðè η < t ≤ τ . Ïðè 0 ≤ t ≤ η
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∫ t
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b (0) +
∫ t

0

[
λb − µb

]
dt = x int

b (t)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïðîöåññ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ïðîöåññ π

Î÷åðåäíîñòü áóôåðîâ
b0, b1, b2, . . .

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ
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ïðîöåññà πint Òîãäà x int

σ (t) = 0 ≤ xσ(t) ïðè η < t ≤ τ . Ïðè 0 ≤ t ≤ η
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Óñòîé÷èâîñòü: Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè
ts < T ≤ ts+1 öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} ÿâëÿåòñÿ s-öèêëè÷åñêîé: ti+s = ti + T , i ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ {ti} è ïîðÿäêîì s, à [x̂(·), q̂(·)] � äðóãîé ïðîöåññ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ {̂ti}, çàäàííûé íà èíòåðâàëå,
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî.

Ñêàæåì, ÷òî ïðîöåññ [x̂(·), q̂(·)] ñõîäèòñÿ ê [x(·), q(·)]
ïðè t →∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå i∗ > 0 (ñäâèã ïî ôàçå), ÷òî

q(ti ) = q̂(̂ti+i∗ ) ∀i = 0, 1, 2, 3, . . .;

limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.

Íàáëþäåíèå

Äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ îáùåé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé, ïåðâîå ñâîéñòâî
çàâåäîìî âåðíî.
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Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
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Ïóòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
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Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ {ti} è ïîðÿäêîì s, à [x̂(·), q̂(·)] � äðóãîé ïðîöåññ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ {̂ti}, çàäàííûé íà èíòåðâàëå,
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî.

Ñêàæåì, ÷òî ïðîöåññ [x̂(·), q̂(·)] ñõîäèòñÿ ê [x(·), q(·)]
ïðè t →∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå i∗ > 0 (ñäâèã ïî ôàçå), ÷òî

q(ti ) = q̂(̂ti+i∗ ) ∀i = 0, 1, 2, 3, . . .;

limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.

Íàáëþäåíèå

Äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ îáùåé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé, ïåðâîå ñâîéñòâî
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q(ti ) = q̂(̂ti+i∗ ) ∀i = 0, 1, 2, 3, . . .;

limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.
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limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.

Íàáëþäåíèå

Äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ îáùåé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé, ïåðâîå ñâîéñòâî
çàâåäîìî âåðíî.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óñòîé÷èâîñòü: Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} ÿâëÿåòñÿ s-öèêëè÷åñêîé: ti+s = ti + T , i ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ {ti} è ïîðÿäêîì s, à [x̂(·), q̂(·)] � äðóãîé ïðîöåññ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ {̂ti}, çàäàííûé íà èíòåðâàëå,
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî. Ñêàæåì, ÷òî ïðîöåññ [x̂(·), q̂(·)] ñõîäèòñÿ ê [x(·), q(·)]
ïðè t →∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå i∗ > 0 (ñäâèã ïî ôàçå), ÷òî

q(ti ) = q̂(̂ti+i∗ ) ∀i = 0, 1, 2, 3, . . .;

limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.

Íàáëþäåíèå

Äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ îáùåé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé, ïåðâîå ñâîéñòâî
çàâåäîìî âåðíî.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Óñòîé÷èâîñòü: Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} ÿâëÿåòñÿ s-öèêëè÷åñêîé: ti+s = ti + T , i ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ {ti} è ïîðÿäêîì s, à [x̂(·), q̂(·)] � äðóãîé ïðîöåññ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ {̂ti}, çàäàííûé íà èíòåðâàëå,
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî. Ñêàæåì, ÷òî ïðîöåññ [x̂(·), q̂(·)] ñõîäèòñÿ ê [x(·), q(·)]
ïðè t →∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå i∗ > 0 (ñäâèã ïî ôàçå), ÷òî

q(ti ) = q̂(̂ti+i∗ ) ∀i = 0, 1, 2, 3, . . .;

limr→+∞ x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s.

Íàáëþäåíèå

Äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ îáùåé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé, ïåðâîå ñâîéñòâî
çàâåäîìî âåðíî.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
x(t + T ) = x(t), q(t + T ) = q(t) ∀t.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû [x(·), q(·)], ïîðîæäåííûå öèêëè÷åñêîé
ïîëèòèêîé.

Òàê êàê ýòà ïîëèòèêà èíâàðèàíòíà ïî âðåìåíè, âðåìåííîé ñäâèã
ïðîöåññà [xτ (t), qτ (t)] := [x(t + τ), q(t + τ)] ∀t �ñíîâà ïðîöåññ. (Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ýòî âåðíî, åñëè íîâûé ïðîöåññ íå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðîñòîÿ
ïðîöåññîðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã íàçîâåì äîïóñòèìûì.)
Äîïóñòèìûé ñäâèã ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ òåì
æå ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïóñòèìûõ ñäâèãîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Îáùèé ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è ïîðÿäîê ýòèõ ñäâèãîâ íàçûâàþòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, åñëè îí ñõîäèòñÿ ê ëþáîìó èç
ñîñòàâëÿþùèõ öèêë ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
x(t + T ) = x(t), q(t + T ) = q(t) ∀t.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû [x(·), q(·)], ïîðîæäåííûå öèêëè÷åñêîé
ïîëèòèêîé.

Òàê êàê ýòà ïîëèòèêà èíâàðèàíòíà ïî âðåìåíè, âðåìåííîé ñäâèã
ïðîöåññà [xτ (t), qτ (t)] := [x(t + τ), q(t + τ)] ∀t �ñíîâà ïðîöåññ. (Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ýòî âåðíî, åñëè íîâûé ïðîöåññ íå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðîñòîÿ
ïðîöåññîðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã íàçîâåì äîïóñòèìûì.)
Äîïóñòèìûé ñäâèã ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ òåì
æå ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïóñòèìûõ ñäâèãîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Îáùèé ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è ïîðÿäîê ýòèõ ñäâèãîâ íàçûâàþòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, åñëè îí ñõîäèòñÿ ê ëþáîìó èç
ñîñòàâëÿþùèõ öèêë ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
x(t + T ) = x(t), q(t + T ) = q(t) ∀t.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû [x(·), q(·)], ïîðîæäåííûå öèêëè÷åñêîé
ïîëèòèêîé. Òàê êàê ýòà ïîëèòèêà èíâàðèàíòíà ïî âðåìåíè, âðåìåííîé ñäâèã
ïðîöåññà [xτ (t), qτ (t)] := [x(t + τ), q(t + τ)] ∀t �ñíîâà ïðîöåññ.

(Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ýòî âåðíî, åñëè íîâûé ïðîöåññ íå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðîñòîÿ
ïðîöåññîðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã íàçîâåì äîïóñòèìûì.)
Äîïóñòèìûé ñäâèã ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ òåì
æå ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïóñòèìûõ ñäâèãîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Îáùèé ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è ïîðÿäîê ýòèõ ñäâèãîâ íàçûâàþòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, åñëè îí ñõîäèòñÿ ê ëþáîìó èç
ñîñòàâëÿþùèõ öèêë ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
x(t + T ) = x(t), q(t + T ) = q(t) ∀t.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû [x(·), q(·)], ïîðîæäåííûå öèêëè÷åñêîé
ïîëèòèêîé. Òàê êàê ýòà ïîëèòèêà èíâàðèàíòíà ïî âðåìåíè, âðåìåííîé ñäâèã
ïðîöåññà [xτ (t), qτ (t)] := [x(t + τ), q(t + τ)] ∀t �ñíîâà ïðîöåññ. (Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ýòî âåðíî, åñëè íîâûé ïðîöåññ íå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðîñòîÿ
ïðîöåññîðà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã íàçîâåì äîïóñòèìûì.)

Äîïóñòèìûé ñäâèã ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ òåì
æå ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïóñòèìûõ ñäâèãîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Îáùèé ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è ïîðÿäîê ýòèõ ñäâèãîâ íàçûâàþòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì è ïîðÿäêîì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, åñëè îí ñõîäèòñÿ ê ëþáîìó èç
ñîñòàâëÿþùèõ öèêë ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ [x(·), q(·)] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè îí îïðåäåëåí íà
íåîãðàíè÷åííîì âïðàâî èíòåðâàëå è ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0 ÷òî
x(t + T ) = x(t), q(t + T ) = q(t) ∀t.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü T > 0 � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è {ti} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè ts < T ≤ ts+1
öåëîå s ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîöåññà.

Íàáëþäåíèå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû [x(·), q(·)], ïîðîæäåííûå öèêëè÷åñêîé
ïîëèòèêîé. Òàê êàê ýòà ïîëèòèêà èíâàðèàíòíà ïî âðåìåíè, âðåìåííîé ñäâèã
ïðîöåññà [xτ (t), qτ (t)] := [x(t + τ), q(t + τ)] ∀t �ñíîâà ïðîöåññ. (Ñòðîãî
ãîâîðÿ, ýòî âåðíî, åñëè íîâûé ïðîöåññ íå íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðîñòîÿ
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Âñå ïðîöåññû ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó öèêëó. Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ
ïåðåêëþ÷åíèÿ {ti} è ïîðÿäêîì s, à [x̂(·), q̂(·)] � äðóãîé ïðîöåññ ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ {̂ti}.
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x̂ (̂trs+i∗+j ) = x(tj ) ∀j = 1, 2, . . . , s, ãäå i∗ � ôàçîâûé ñäâèã.
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∑
σ |xσ |. Îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî xσ(t) êóñî÷íî ëèíåéíî ïî t ∈ [̂ti−1, t̂i ] è ïîýòîìó
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i
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð p-îé ñåññèè � îïåðàòîð Tp : x 7→ x+, ãäå x �
íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëå p-îé ñåññèè, à x+ � â åå êîíöå.

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî p mod M è âåêòîðà x ∈ Rn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ+ cpλ
−
σp ,

ãäå λ :=


λ1
λ2
...
λn

 , λ−σ :=



λ1
λ2
...
0
...
λn


← σ

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp)xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå


Ïîÿñíåíèå

µσ > λσ , òàê êàê γ :=
∑ λσ

µσ
< 1;

µσ − λσ � ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñîäåðæèìîãî

îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð p-îé ñåññèè � îïåðàòîð Tp : x 7→ x+, ãäå x �
íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëå p-îé ñåññèè, à x+ � â åå êîíöå.

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî p mod M è âåêòîðà x ∈ Rn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ+ cpλ
−
σp ,

ãäå λ :=


λ1
λ2
...
λn

 , λ−σ :=



λ1
λ2
...
0
...
λn


← σ

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp)xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå



Ïîÿñíåíèå

µσ > λσ , òàê êàê γ :=
∑ λσ

µσ
< 1;

µσ − λσ � ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñîäåðæèìîãî

îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð p-îé ñåññèè � îïåðàòîð Tp : x 7→ x+, ãäå x �
íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëå p-îé ñåññèè, à x+ � â åå êîíöå.

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî p mod M è âåêòîðà x ∈ Rn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ+ cpλ
−
σp ,

ãäå λ :=


λ1
λ2
...
λn

 , λ−σ :=



λ1
λ2
...
0
...
λn


← σ

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp)xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå


Ïîÿñíåíèå

µσ > λσ , òàê êàê γ :=
∑ λσ

µσ
< 1;

µσ − λσ � ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñîäåðæèìîãî

îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð p-îé ñåññèè � îïåðàòîð Tp : x 7→ x+, ãäå x �
íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëå p-îé ñåññèè, à x+ � â åå êîíöå.

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî p mod M è âåêòîðà x ∈ Rn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ+ cpλ
−
σp ,

ãäå λ :=


λ1
λ2
...
λn

 , λ−σ :=



λ1
λ2
...
0
...
λn


← σ

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp)xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå


Ïîÿñíåíèå

µσ > λσ , òàê êàê γ :=
∑ λσ

µσ
< 1; µσ − λσ � ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñîäåðæèìîãî

îáñëóæèâàåìîãî áóôåðà

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn.

Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn.

Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn.

Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Íàáëþäåíèå

Ïî îïåðàòîðó T âåêòîð b = bT := T (0) è ìàòðèöà Ax = AT x := T [x ]− bT
íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî è íàçûâàþòñÿ âåêòîðîì ñäâèãà è ÿäðîì ýòîãî
îïåðàòîðà.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

K+ := {x = (xi ) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i} � êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåêòîðîâ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ + cpλ
−
σp︸ ︷︷ ︸

b

,

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp )xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.

Ap =



1 0 0 . . . λ1ζp 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . λ2ζp 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . λ3ζp 0 0 . . . 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

. λσp−1ζp

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 . . . θp 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . λσp+1ζp 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . λσp+2ζp 0 1 . . . 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

. ζp

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 . . . λnζp 0 0 . . . 1


, ζp :=

1− θp

µσp − λσp

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp )xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Tp(x) = Apx + τσp→σp+1λ + cpλ
−
σp︸ ︷︷ ︸

b

,

è Apx = y = (yi ),

yj :=

 xj + λj
(1−θp )xσp
µσp−λσp

åñëè j 6= σp

θpxσp â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
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Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû
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Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
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Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .
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Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå
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Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Äîêàçàòåëüñòâî

T [x ] = T2[T1(x)]
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Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Äîêàçàòåëüñòâî

T [x ] = T2[T1(x)] = AT2 T1(x) + bT2

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Äîêàçàòåëüñòâî

T [x ] = T2[T1(x)] = AT2 T1(x) + bT2 = AT2

{
AT1 x + bT1

}
+ bT2

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Äîêàçàòåëüñòâî

T [x ] = T2[T1(x)] = AT2 T1(x) + bT2 = AT2

{
AT1 x + bT1

}
+ bT2

= AT2 AT1 x +
(
AT2 bT1 + bT2

)
Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîíîòîííûõ àôôèííûõ
îïåðàòîðîâ � ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð, ÿäðî êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ
êîìïîçèöèåé ÿäåð èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû: Ñëåäñòâèÿ Ëåììû

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð T : K+ → K+ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå
T [x ] = Ax + b, ãäå A � n × n-ìàòðèöà è b ∈ Rn. Îí íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì
àôôèííûì, åñëè ê òîìó æå âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû.

Ñëåäñòâèå

Äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ëþáîé ñåññèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì àôôèííûì
îïåðàòîðîì.Åãî ÿäðî � äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð ïðè íóëåâîì âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τσp→σp+1 = 0 è íóëåâîì êðóèçå cp := 0

Ëåììà

Êîìïîçèöèÿ T = T2 ◦ T1 äâóõ ìîíîòîííûõ àôôèííûõ îïåðàòîðîâ �
ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì AT = AT2 ◦ AT1 .

Êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîíîòîííûõ àôôèííûõ
îïåðàòîðîâ � ìîíîòîííûé àôôèííûé îïåðàòîð, ÿäðî êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ
êîìïîçèöèåé ÿäåð èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = TM−1 ◦ TM−2 ◦ · · · ◦ T1 ◦ T0 (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé

àôôèííûé îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó
ìíãíîâåííûì ïåðåêëþ÷åíèÿì τi→j = 0 è íóëåâûì êðóèçàì cp = 0.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå

x(t2Mr )

= Tp⊕M	1⊕M(r−1)[x(t2M−2+2M(r−1))] = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2⊕M(r−1)[x(t2M−4+2M(r−1))]

= · · · = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp[x(t2M(r−1))] = T [x(t2M(r−1))]

= T 2[x(t2M(r−2))] = T 3[x(t2M(r−3))] = · · · = T r [x(t0)]

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå

x(t2Mr ) = Tp⊕M	1⊕M(r−1)[x(t2M−2+2M(r−1))]

= Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2⊕M(r−1)[x(t2M−4+2M(r−1))]

= · · · = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp[x(t2M(r−1))] = T [x(t2M(r−1))]

= T 2[x(t2M(r−2))] = T 3[x(t2M(r−3))] = · · · = T r [x(t0)]

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå

x(t2Mr ) = Tp⊕M	1⊕M(r−1)[x(t2M−2+2M(r−1))] = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2⊕M(r−1)[x(t2M−4+2M(r−1))]

= · · · = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp[x(t2M(r−1))] = T [x(t2M(r−1))]

= T 2[x(t2M(r−2))] = T 3[x(t2M(r−3))] = · · · = T r [x(t0)]

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
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x(t2Mr ) = T r [x(t0)]

⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

x∗(t2M ) = x∗(t0)
q∗(t2M ) = q∗(t0)

∣∣∣∣

⇒
∣∣∣∣ x∗(t2M + t) = x∗(t0 + t)

q∗(t2M + t) = q∗(t0 + t)

∣∣∣∣ ⇒
∣∣∣∣∣∣

x∗(t) = x∗(t + t2M − t0︸ ︷︷ ︸
τ

)

q∗(t) = q∗(t + τ)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

x∗(t2M ) = x∗(t0)
q∗(t2M ) = q∗(t0)

∣∣∣∣ ⇒ ∣∣∣∣ x∗(t2M + t) = x∗(t0 + t)
q∗(t2M + t) = q∗(t0 + t)

∣∣∣∣

⇒

∣∣∣∣∣∣
x∗(t) = x∗(t + t2M − t0︸ ︷︷ ︸

τ

)

q∗(t) = q∗(t + τ)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M

x∗(t2M ) = x∗(t0)
q∗(t2M ) = q∗(t0)

∣∣∣∣ ⇒ ∣∣∣∣ x∗(t2M + t) = x∗(t0 + t)
q∗(t2M + t) = q∗(t0 + t)

∣∣∣∣ ⇒
∣∣∣∣∣∣

x∗(t) = x∗(t + t2M − t0︸ ︷︷ ︸
τ

)

q∗(t) = q∗(t + τ)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr ) = yr
r→∞−−−−→ y∗ = x∗(t0)

⇒ x(t2Mr+2) = Tp[x(t2MR)]
r→∞−−−−→ Tp[x∗(t0)] = x(t2)

x(t2Mr+4) = Tp⊕1[x(t2MR+2)]
r→∞−−−−→ Tp⊕1[x∗(t2)] = x(t4); x(t2Mr+s)

r→∞−−−−→ x∗(ts), s = 0, 2, 4, . . . , 2(M−1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr ) = yr
r→∞−−−−→ y∗ = x∗(t0)⇒ x(t2Mr+2) = Tp[x(t2MR)]

r→∞−−−−→ Tp[x∗(t0)] = x(t2)

x(t2Mr+4) = Tp⊕1[x(t2MR+2)]
r→∞−−−−→ Tp⊕1[x∗(t2)] = x(t4); x(t2Mr+s)

r→∞−−−−→ x∗(ts), s = 0, 2, 4, . . . , 2(M−1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr ) = yr
r→∞−−−−→ y∗ = x∗(t0)⇒ x(t2Mr+2) = Tp[x(t2MR)]

r→∞−−−−→ Tp[x∗(t0)] = x(t2)

x(t2Mr+4) = Tp⊕1[x(t2MR+2)]
r→∞−−−−→ Tp⊕1[x∗(t2)] = x(t4);

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts), s = 0, 2, 4, . . . , 2(M−1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr ) = yr
r→∞−−−−→ y∗ = x∗(t0)⇒ x(t2Mr+2) = Tp[x(t2MR)]

r→∞−−−−→ Tp[x∗(t0)] = x(t2)

x(t2Mr+4) = Tp⊕1[x(t2MR+2)]
r→∞−−−−→ Tp⊕1[x∗(t2)] = x(t4); x(t2Mr+s)

r→∞−−−−→ x∗(ts), s = 0, 2, 4, . . . , 2(M−1)
Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 2, 4, . . . , 2(M − 1)

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts) = x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 2, 4, . . . , 2(M − 1)

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)

r→∞−−−−→ ATp⊕ s
2

x∗(ts) = x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 2, 4, . . . , 2(M − 1)

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts)

= x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 2, 4, . . . , 2(M − 1)

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts) = x∗(ts+1)
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Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 2, 4, . . . , 2(M − 1)

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts) = x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 1, 2, . . . , 2M − 1

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts) = x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ x∗(ts) s = 0, 1, 2, . . . , 2M − 1

x(t2Mr+s+1) = ATp⊕ s
2

x(t2Mr+s)
r→∞−−−−→ ATp⊕ s

2
x∗(ts) = x∗(ts+1)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì

ïåðåêëþ÷åíèÿì è íóëåâûì êðóèçàì. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå
ïî mod M)

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òàê êàê âòîðîé èç íèõ ñõîäèòñÿ ê

ïåðâîìó, èìååì x∗(t∗i∗+j ) = x∗(t∗rs+i∗+j )
r→∞−−−−→ x∗(tj ).

x∗(t∗i∗+j ) = x∗(tj )

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òàê êàê âòîðîé èç íèõ ñõîäèòñÿ ê

ïåðâîìó, èìååì x∗(t∗i∗+j ) = x∗(t∗rs+i∗+j )
r→∞−−−−→ x∗(tj ). x∗(t∗i∗+j ) = x∗(tj ) j = 0, . . . , s − 1

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òàê êàê âòîðîé èç íèõ ñõîäèòñÿ ê

ïåðâîìó, èìååì x∗(t∗i∗+j ) = x∗(t∗rs+i∗+j )
r→∞−−−−→ x∗(tj ). x∗(t∗i∗+j ) = x∗(tj ) ∀j ≥ 0

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òàê êàê âòîðîé èç íèõ ñõîäèòñÿ ê
ïåðâîìó, èìååì q∗(t∗i∗+j ) = q∗(t∗rs+i∗+j ) = q∗(tj ). x∗(t∗i∗+j ) = x∗(tj ) ∀j ≥ 0

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. q∗(t∗i∗ ) = q∗(t0), x∗(t∗i∗ ) = x∗(t0)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. q∗(t∗i∗ ) = q∗(t0), x∗(t∗i∗ ) = x∗(t0)
⇒ q∗(t∗i∗ + t) = q∗(t0 + t), x∗(t∗i∗ + t) = x∗(t0 + t) ∀t ≥ 0

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. q∗(t∗i∗ ) = q∗(t0), x∗(t∗i∗ ) = x∗(t0)
⇒ q∗(t∗i∗ + t) = q∗(t0 + kT∗ + t), x∗(t∗i∗ + t) = x∗(t0 + kT∗ + t) ∀t ≥ 0, ãäå T∗ � ïåðèîä è
t0 + kT∗ ≥ t∗i∗

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Òîãäà s := s∗ · s∗ � îáùèé
ïîðÿäîê îáîèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. q∗(t∗i∗ ) = q∗(t0), x∗(t∗i∗ ) = x∗(t0)
⇒ q∗(t∗i∗ + t) = q∗(t0 + kT∗ + t), x∗(t∗i∗ + t) = x∗(t0 + kT∗ + t) ∀t ≥ 0, ãäå T∗ � ïåðèîä è
t0 + kT∗ ≥ t∗i∗ Ïîäñòàíîâêà
θ := t + t∗i∗ ⇒ q∗(θ) = q∗(t0 + kT∗ − t∗i∗︸ ︷︷ ︸

τ

+θ), x∗(θ) = x∗(t0 + kT∗ − t∗i∗ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗ Âûáåðåì íàòóðàëüíîå k∗ òàê, ÷òî
k∗T∗ ≥ t∗i∗ , ãäå T∗ � ïåðèîä ïðîöåññà [x∗(·), q∗(·)].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗ Âûáåðåì íàòóðàëüíîå k∗ òàê, ÷òî
k∗T∗ ≥ t∗i∗ , ãäå T∗ � ïåðèîä ïðîöåññà [x∗(·), q∗(·)]. Äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 èìååì
θ := t + k∗T∗ ≥ t∗i∗ è ïîýòîìó
x∗(t) = x∗(t + k∗T∗) = x∗(t + τ + k∗T∗), q∗(t) = q∗(t + k∗T∗) = q∗(t + τ + k∗T∗)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗ Âûáåðåì íàòóðàëüíîå k∗ òàê, ÷òî
k∗T∗ ≥ t∗i∗ , ãäå T∗ � ïåðèîä ïðîöåññà [x∗(·), q∗(·)]. Äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 èìååì
θ := t + k∗T∗ ≥ t∗i∗ è ïîýòîìó
x∗(t) = x∗(t + k∗T∗) = x∗(t + τ + k∗T∗), q∗(t) = q∗(t + k∗T∗) = q∗(t + τ + k∗T∗)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ëåììà

Ïóñòü [x(·), q(·)] � ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé ðàññìàòðèâàåìîé öèêëè÷åñêîé ïîëèòèêîé
è íà÷èíàþùèéñÿ ñ ñåññèè p0 = p, è {ti} � îòâå÷àþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Òîãäà x(ti+2) = Tp⊕ i

2
[x(ti )] äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî i.

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)] ⇔ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, 2, . . ., ãäå yr := x(t2rM )

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ðàíåå ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Ïóñòü [x∗(·), q∗(·)] � ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ ïîðÿäêà s∗. Èòîãî
q∗(θ) = q∗(τ + θ), x∗(θ) = x∗(τ + θ) ∀θ ≥ t∗i∗ Âûáåðåì íàòóðàëüíîå k∗ òàê, ÷òî
k∗T∗ ≥ t∗i∗ , ãäå T∗ � ïåðèîä ïðîöåññà [x∗(·), q∗(·)]. Äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 èìååì
θ := t + k∗T∗ ≥ t∗i∗ è ïîýòîìó
x∗(t) = x∗(t + k∗T∗) = x∗(t + τ + k∗T∗), q∗(t) = q∗(t + k∗T∗) = q∗(t + τ + k∗T∗)

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M. Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . ., òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó
ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîöåññó. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà).

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Íàáëþäåíèå

Åñëè T [y∗] = y∗ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà y∗ ∈ K+, òî ïðîöåññ [x∗(·), q∗(·)],
íà÷èíàþùèéñÿ â ñîñòîÿíèè y∗, � ïåðèîäè÷åñêèé ïîðÿäêà s∗ = 2M. Åñëè yr → y∗
ïðè r →∞ äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . ., òî ëþáîé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó
ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîöåññó. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà).

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.
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Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).
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ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
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ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è
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Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).
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Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)
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ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).
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Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.
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i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî äîêàçàíî, òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn îáîçíà÷àÿ |x| := {|xi |} èìååì
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ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è
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Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.
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i=1 µ
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i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî äîêàçàíî, òî äëÿ
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V [AT x ]

= V
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≤AT |x|
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ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).
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Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;
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≤AT |x|

]

≤ V [AT |x|] ≤ ρV [|x|] = ρV [x ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî äîêàçàíî, òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn îáîçíà÷àÿ |x| := {|xi |} èìååì

V [AT x ] = V
[
|AT x|︸ ︷︷ ︸
≤AT |x|

]
≤ V [AT |x|]

≤ ρV [|x|] = ρV [x ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî äîêàçàíî, òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn îáîçíà÷àÿ |x| := {|xi |} èìååì

V [AT x ] = V
[
|AT x|︸ ︷︷ ︸
≤AT |x|

]
≤ V [AT |x|] ≤ ρV [|x|]

= ρV [x ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî äîêàçàíî, òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn îáîçíà÷àÿ |x| := {|xi |} èìååì

V [AT x ] = V
[
|AT x|︸ ︷︷ ︸
≤AT |x|

]
≤ V [AT |x|] ≤ ρV [|x|] = ρV [x ]

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+.

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè T = Tp⊕M	1 ◦ Tp⊕M	2 ◦ · · · ◦ Tp⊕1 ◦ Tp (êîìïîçèöèÿ ïî âñåì M
ñåññèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëíûé öèêë îáñëóæèâàíèÿ) � ìîíîòîííûé àôôèííûé
îïåðàòîð. Åãî ÿäðî ðàâíî îïåðàòîðó ìîíîäðîìèè, îòâå÷àþùåìó ìíãíîâåííûì
ïåðåêëþ÷åíèÿì è êðóèçàì τi→j = 0, cp = 0. (Çäåñü è äàëåå ⊕ è 	 � ñëîæåíèå è

âû÷èòàíèå ïî mod M)

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

V [x(t)]
dt

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= � è = åñëè uq(t) = µq(t)

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

V [x(t)]
dt

{
≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= � è = åñëè uq(t) = µq(t)

= γ åñëè q(t) = �
, ãäå γ =

n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

≥ γ − 1 åñëè q(t) 6= � è = åñëè uq(t) = µq(t), ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1
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∫ t2M

t0

dV [x(t)]
dt

dt

= V [x ]− (1− γ)(t2M − t0) < V [x ] åñëè x 6= 0, x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. τi→j = 0, cp = 0⇒ AT x = T [x ].

V [AT x ] = V (T [x ]) = V (T [x(t0)]) = V [x(t2M )] = V [x(t0)] +
∫ t2M

t0

dV [x(t)]
dt

dt

= V [x ]− (1− γ)(t2M − t0) < V [x ] åñëè x 6= 0, x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äëÿ x 6= 0, x ∈ K+

V [AT x ] < V [x ]

⇒
V [AT x ]

V [x ]
< 1⇒ ρ := max

x 6=0,x∈K+

V [AT x ]
V [x ]

< 1⇒ V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äëÿ x 6= 0, x ∈ K+

V [AT x ] < V [x ]⇒
V [AT x ]

V [x ]
< 1

⇒ ρ := max
x 6=0,x∈K+

V [AT x ]
V [x ]

< 1⇒ V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äëÿ x 6= 0, x ∈ K+

V [AT x ] < V [x ]⇒
V [AT x ]

V [x ]
< 1⇒ ρ := max

x 6=0,x∈K+

V [AT x ]
V [x ]

< 1

⇒ V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äëÿ x 6= 0, x ∈ K+

V [AT x ] < V [x ]⇒
V [AT x ]

V [x ]
< 1⇒ ρ := max

x 6=0,x∈K+

V [AT x ]
V [x ]

< 1⇒ V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ K+, x 6= 0

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå (Ñìûñë îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

x(t2Mr ) = T r [x(t0)], â ÷àñòíîñòè, x(t2M ) = T [x(t0)]

Ëåììà

dV [x(t)]
dt

= γ − 1, ãäå γ =
n∑
σ=1

λσ

µσ
< 1

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ x ∈ K+. Äëÿ x 6= 0, x ∈ K+

V [AT x ] < V [x ]⇒
V [AT x ]

V [x ]
< 1⇒ ρ := max

x 6=0,x∈K+

V [AT x ]
V [x ]

< 1⇒ V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ K+

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Ïðèìåì V [x ] =
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | çà íîðìó â Rn, ò.å. ‖x‖ := V [x ].

‖AT x‖ ≤ ρ‖x‖ ∀x

⇒ ‖AT‖ := max
x :‖x‖=1

‖AT x‖ ≤ ρ < 1

Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé yr+1 = T [yr ] ∀r ≥ 0

yr+1 = AT yr + bT

⇒ yr = Ar
T y0 +

r−1∑
θ=0

Ar−1−θ
T bT = Ar

T y0 +

r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗

∥∥Ar
T y0
∥∥

≤
∥∥Ar

T

∥∥ ‖y0‖ ≤ ‖AT‖r ‖y0‖ ≤ ρr ‖y0‖
r→∞−−−−→ 0

∥∥∥AθT bT

∥∥∥ ≤ ρθ‖bT‖

⇒ ðÿä
∞∑
θ=0

AθT bT ñõîäèòñÿ⇒
r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗ :=

∞∑
θ=0

AθT bT

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Ïðèìåì V [x ] =
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | çà íîðìó â Rn, ò.å. ‖x‖ := V [x ].

‖AT x‖ ≤ ρ‖x‖ ∀x

⇒ ‖AT‖ := max
x :‖x‖=1

‖AT x‖ ≤ ρ < 1

Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé yr+1 = T [yr ] ∀r ≥ 0

yr+1 = AT yr + bT

⇒ yr = Ar
T y0 +

r−1∑
θ=0

Ar−1−θ
T bT = Ar

T y0 +

r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗

∥∥Ar
T y0
∥∥

≤
∥∥Ar

T

∥∥ ‖y0‖ ≤ ‖AT‖r ‖y0‖ ≤ ρr ‖y0‖
r→∞−−−−→ 0

∥∥∥AθT bT

∥∥∥ ≤ ρθ‖bT‖

⇒ ðÿä
∞∑
θ=0

AθT bT ñõîäèòñÿ⇒
r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗ :=

∞∑
θ=0

AθT bT

Ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà èíôîðìàöèîííûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîòîêîâ: Äèíàìè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïîòîêîâûå ñåòè



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñëåäñòâèå

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà T [y∗] = y∗ ∈ K+ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè;

Âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ yr+1 = T [yr ], r = 0, 1, . . .
ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé òî÷êå yr → y∗ ïðè r →∞.

T [x ] = AT x + bT , ãäå ÿäðî AT � ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ëåììà (Ëÿïóíîâñêîå ñâîéñòâî ÿäðà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè)

Ôóíêöèÿ V [x ] :=
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ÿäðà îïåðàòîðà

ìîíîäðîìèè: V [AT x ] ≤ ρV [x ] ∀x ∈ Rn, ãäå ρ ∈ (0, 1).

Ïðèìåì V [x ] =
∑n

i=1 µ
−1
i |xi | çà íîðìó â Rn, ò.å. ‖x‖ := V [x ].

‖AT x‖ ≤ ρ‖x‖ ∀x

⇒ ‖AT‖ := max
x :‖x‖=1

‖AT x‖ ≤ ρ < 1

Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé yr+1 = T [yr ] ∀r ≥ 0

yr+1 = AT yr + bT

⇒ yr = Ar
T y0 +

r−1∑
θ=0

Ar−1−θ
T bT = Ar

T y0 +

r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗

∥∥Ar
T y0
∥∥

≤
∥∥Ar

T

∥∥ ‖y0‖ ≤ ‖AT‖r ‖y0‖ ≤ ρr ‖y0‖
r→∞−−−−→ 0

∥∥∥AθT bT

∥∥∥ ≤ ρθ‖bT‖

⇒ ðÿä
∞∑
θ=0

AθT bT ñõîäèòñÿ⇒
r−1∑
θ=0

AθT bT
r→∞−−−−→ y∗ :=

∞∑
θ=0

AθT bT
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